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KONVERGENCIJA JEDNOG ITERATIVNOG POSTUPKA

Rezime

U radu se ispituje konvergencija jednog iterativnog postupka za rjeSavanje sistema linearnih
jednacina. Pokazano je da ovaj metod u nekim slu¢ajevima moze dati bolje rezultate u smislu
brze konvergencije od nekih ve¢ dobro poznatih postoje¢ih metoda.

CONVERGENCE OF AN ITERATIVE PROCEDURE
Abstract

The paper examines oonvergence of an iterative procedure for solving the system of
linear equations. It has been demonstrated that this method may achieve in some
cases better results concerning faster convergence than some other well-known
methods.

UvOoD

U ovom dijelu rada dajemo neke oznake 1 definicije koje ¢emo koristiti u daljem
radu.

R™" — skup realnih kvadratnih matrica reda n.

K™"— skup kompleksnih kvadratnih matrica reda n.

Pl(A) = ?=1laUJ,A € K™,

j#i
M(A) = (Cijy € R™,Cy = |ay|,i=1,2,...,n¢; — ||, i,j =12, ..,n,j #i,
gdjeje A = (aij) € K™
Matrica AeR™ je M-matrica ako 1 samo ako njena inverzna matrica ima
nenegativne elemente 1 ako vazi
ai>0,1-1,2,..,n,8; <0,1,j=1,2,...,n,1#].

Matrica Ae K™ je H-matrica ako 1 samo ako je M(A) M-matrica.
R" — skup n-dimenzionih realnih brojeva (vektora).
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KONVERGENCIJA
Posmatramo sistem linearnih jednacina
Ax=Db
gdje je Ae R™" regularaa matricaibe R™
Ovaj sistem mozZe se iterativno rjesavati sljede¢im postupkom
() x°e Ry, xK = (1 -M1A)x*+M'b,
gdjejek=0,1, 2, ..., M tridijagonalna matrica, I jedini¢na matrica.

Sada ¢emo dati jedan kriterijum konvergencije postupka (1) za jednu klasu
matrica.

Teorema: Neka je A = (ajj) € R™" («y) e H-matrica, M = (mj;) € R™" regularaa
tridijagonalna matrica i vazi

m.. m.. m.. m.. . . . .

> B4 >1,7aa;#0,i,j=1,2,...,n1%].
1] s Ly 9~ s by

aii aij aii aij

Pri ¢emu je m;j = 0 za one indekse 1, j za koje je a;j = 0.
Tada za svaki poCetni vektor x"e R" postupak (1) konvergira.

Dokaz: Pretpostavimo suprotno tvrdenje teoreme da postoji karakteristicna
vrijednost z matrice

B =1-M" A postupka (1) za koju vazi |z | > 1.
Neka je Si= {je{l, 2, ..., }\{i} ,a;#0} ,i=1,2,...,n.

Prethodno ¢emo dokazati sljedece nejednakosti

[(1—z)ﬂ—1jz[(1—z)%—1j,i=1,...,n,jesi

a
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mi; mij
=a,—2 =b.
ii aij

Nekajez=re',te R, r>1,
Tada je prethodna nejednakost ekvivalentna sa sljedecom
a’—b*+1r?(a*>—b?) - 2r(r* (@ — b*) cost — 2 (a—b) — 2r (b — a) cost > 0, ;.
@-b>(1+r*)-2r(@°-b*+b-a)cost—2 (a—b)>0

postoje a’—b*+b—a> tadaje

@-v)(1+r*)-2r (@>-b*+b-a)cost—2(a—b)>
@-bv)(1+r*)-2r(a-b)a+b-1)-2(a-b)=
(@-b)((@a+b)(-1>+2(r-1)=0.

Posljednja nejdnakost je tacna jer je

a>b,a+tb>0,r >1.

Posto je A H-matrica to postoji regularna dijagonalna matrica W = diag (w1, ... ,Wn)
tako da je matrica AW strogo dijagonalno dominantna. Za matricu

C=(ij),c=(1 —Z)M—A vazi

Jj#1
24
= z‘(l—z)f 1||al]WJ|
. ii
ij
> Z |(1— )— 1||al]W]|_
Jj€Si
— Z|cijwj,i=1,2,...,n.

J €S;

Ako postoje ji, ..., jx ¢ Sitada je
aij1=0,...,aik=0,pajecik=0, ...,cix=0.
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Sada je

Pl(CW) Z |Cii W]| < |Cij W]|,l = 1, 2, e, 1L
—
jiij,j ----- Jk

Ve¢ smo dokazali da je

PL(CW) Z|Cij le < ICii Wil;i =1,2,..,n
JES;

Konaéno imamo |c; w;| > P;(CW),i =1,2,...,n, pa je matrica C generalisano
dijagonalno dominantna odakle slijedi da je regularna.

Matrica B -z I =M ((1 —z) M — A) = M'!C je regularna, $to je kontradikcija
pretpostavci da je z karakteristiCna vrijednost matrice B.

NUMERICKI PRIMJER

Rjesava se sistem Ax = b gdje je

1 0 0
A=10 1 11|bp= 21]x_H
3 04 1

Prema [1] za optimalni AOR, odnosno SOR postupak spektralni radijus matrice
koraka iznosi

sr=0,144.

Ako za tridijagonalnu matricu M izaberemo

1 0 0
M = [0 1 1,08]

0 038 1
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tada za spektralni radijus matrice koraka postupka (1) vazi sr = 0,061. Jednostavno
se provjerava da vaZe svi uslovi dokazane teoreme, pa u ovom slucaju postupak (1)
brze konvergira od optimalnog AOR, odnosno SOR postupka.
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